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Реферат. В статье приводятся решения двух контактных задач для кольцевого штампа на упругом полупространстве 
под действием осесимметрично приложенной силы и момента. Подобные задачи обычно возникают при расчетах 
жестких фундаментов с подошвой кольцевой формы у дымовых труб, градирен, водонапорных башен и других вы-
сотных сооружений на ветровую нагрузку и нагрузку от собственного веса. Обе задачи формулируются в виде трой-
ных интегральных уравнений, которые способом подстановки сводятся к одному интегральному уравнению. В случае 
осесимметричной задачи ядро интегрального уравнения зависит от произведения трех функций Бесселя. Используя 
формулу для представления двух функций Бесселя в виде двойного ряда по произведениям гипергеометрической 
функции на функцию Бесселя, задача сводится к функциональному уравнению, связывающему перемещения штам- 
па с неизвестными коэффициентами распределения контактных напряжений. Полученное функциональное уравне- 
ние сводится к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений, которая решается способом усечения.  
При действии момента на кольцевой штамп распределение контактных напряжений ищется в виде ряда по произве-
дениям присоединенных функций Лежандра с весом, соответствующим особенности в контактных напряжениях  
у краев штампа. При использовании спектрального соотношения Г. Я. Попова для кольцевой пластинки задача опять  
сводится к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений, которая также решается способом усечения. 
Приводятся два примера расчетов для кольцевого штампа на упругом полупространстве на действие осесимметрично 
приложенной силы и момента. Выполнено сопоставление результатов расчетов по предлагаемому подходу с резуль-
татами для круглого и кольцевого штампов с решениями других авторов. 
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Two Contact Problems for Circular Die Pressing-In  
in Elastic Half Space 
 
S. V. Bosakov1) 
 
1)Belarusian National Technical University (Minsk, Republic of Belarus) 
 
Abstract. The paper presents solutions on two contact problems for a circular die on an elastic half-space under the action  
of an axisymmetrically-applied force and moment. Such problems usually arise while making calculations for a wind load and  
a load from its own weight pertaining to rigid foundations of  chimney stacks, cooling towers, water towers and other high-
rise structures with a sole having a circular shape. Both problems are formulated in the form of triple integral equations which 
are reduced to one integral equation by a substitution method. In the case of the axisymmetric problem a kernel of the integ- 
ral equation depends on the product of  three Bessel functions.  Using  a  formula to represent two  Bessel functions in the form 
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of a double row according to the products of a  hyper-geometric function by Bessel function, the problem is reduced to a func-
tional equation that interconnects  movement of a die with unknown coefficients of the contact stresses distribution. The resulting 
functional equation is reduced to an infinite system of linear algebraic equations, which is solved by truncation. In the case when   
a moment is acting on a circular  die distribution of contact stresses is searched as a series according to products of the Legen-
dre attached functions with a weight corresponding to specific features in the contact stresses at die edges. While using the 
spectral G. Ya. Popov ratio for a ring plate the problem is again reduced to an infinite system of linear algebraic equations 
which is also solved by the truncation method. Two examples are given how to make calculations for a circular die on an elas-
tic half-space according to the action of axially symmetric applied force and moment. A comparison of calculation results  
on the proposed approach has been made with the results for round and circular dies which were made by other authors. 
 
Keywords: contact problem, circular die, elastic half space, axisymmetric problem  
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Введение 
 
Впервые задачу о расчете кольцевой пла-
стинки на упругом полупространстве поставил 
и решил Б. Н. Жемочкин [1]. Впоследствии она 
была решена многими авторами различными 
способами [2–13], причем Ф. Н. Бородачева [9] 
также решила контактную задачу о действии 
момента на кольцевой штамп, лежащий на 
упругом полупространстве. В. М. Александро-
вым [5, 10] получены асимптотические форму-
лы для распределения контактных на- 
пряжений и перемещений кольцевого штампа 
на упругом полупространстве при действии на 
штамп осесимметрично приложенной силы и 
момента. Более сложный вид упругого основа-
ния рассмотрен в [13]. В [14] выполнен обзор 
работ по контактным задачам для кольцевых 
пластинок. Ряд авторов рассматривали более 
сложную задачу о расчете кольцевого штампа 
на упругом слое [3, 6] и анизотропном полу-
пространстве [12].  
Следует отметить, что большинство из вы-
шеперечисленных работ отличаются сложно-
стью математических выкладок для нахожде-
ния решения. Ниже автором статьи более про-
стым путем дано решение контактной задачи 
для кольцевого штампа, расположенного на 
упругом полупространстве и нагруженного си-
лой и моментом. 
 
Первая контактная задача  
для кольцевого штампа 
 
Рассмотрим осесимметрично нагруженный 
силой R кольцевой штамп на упругом полупро-
странстве (рис. 1). Будем считать, что на кон-
такте штампа и полупространства отсутствуют 
касательные напряжения и связи между нижней 
поверхностью штампа и полупространством 
являются двусторонними. В такой постановке 
задача определения контактных напряжений  
и перемещений штампа сводится к тройным 
интегральным уравнениям [2, 9]: 
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где А(α) – неизвестная функция; W0 – верти-
кальное перемещение штампа; J0(αr) – функция 
Бесселя первого рода [15].  
Далее будем пользоваться безразмерными 
величинами r, r1, r2, отнесенными к r2. 
 
                                            R 
 
 
Рис. 1. Кольцевой штамп на упругом полупространстве 
 
Fig. 1. Circular die on elastic half space 
 
Приведем (1) к одному интегральному урав- 
нению способом подстановки [16]. Для этого 
используем разрывной интеграл [17]: 
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и представим 
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В (2) ( )1/ 21/ 2mnP −− µ  – присоединенная функция 
Лежандра первого рода [15]. 
Подставим (3) в (1) и на основании (2) по-
лучаем одно интегральное уравнение 
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Для решения (4) принимаем разложе- 
ние [18] для произведения двух функций Бес-
селя  
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где 
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 β
− − −µ ν + 
α 
 – гипергеометри-
ческая функция; Г(z) – гамма-функция [15]. 
Используем интеграл [15] 
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В итоге получаем функциональное уравне-
ние, связывающее между собой коэффициен- 
ты С2n представления (3) и перемещение штам-
па W0. Обе части этого уравнения умножим  
на 
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 и про-
интегрируем по r в интервале от r1 до r2.  
При этом используем свойство ортогонально-
сти полиномов Чебышева T2k(z) с весом [7, 15]: 
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 = 0,    i ≠ k. 
 
Получаем бесконечную систему линейных 
алгебраических уравнений, которую решаем ме-
тодом усечения [19], что позволяет выразить C2n 
через перемещение W0.  
Так как контактные напряжения определя-
ются по формуле [2] 
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то из уравнения равновесия всего штампа сразу 
следует, что  
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где E, ν – упругие постоянные полупростран-
ства. 
Пример 1. Рассмотрим пример расчета 
кольцевого штампа с размерами r1 = 0,5r2.  
Получено при учете первых трех членов 
разложения (3): 
 
 (5) 
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Вертикальное перемещение кольцевого 
штампа при принятом соотношении r1 = 0,5r2 
будет равно
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Отметим, что для осесимметрично нагру-
женного круглого штампа на упругом полупро-
странстве [20] вертикальное перемещение  
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Следует также отметить, что в матрице (8) 
при практических расчетах фундаментов с по-
дошвой кольцевой формы по второй группе 
предельных состояний можно ограничиться 
одним членом ряда (3). Тогда  
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Для такого кольцевого штампа в [9] получено 
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Вторая контактная задача  
для кольцевого штампа 
 
Рассмотрим нагруженный сосредоточенным 
моментом кольцевой штамп на упругом полу-
пространстве (рис. 1) при ранее принятых 
предпосылках. Следуя В. М. Абрамову [21], 
построим систему интегральных уравнений для 
расчета штампа на действие момента: 
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где A(α) – неизвестная функция; γ – угол пово-
рота штампа; J1(αr) – функция Бесселя первого 
рода [15]. 
Принимаем [22] 
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Тогда первое и третье уравнения (9) удовле-
творяются тождественно, а (10) в силу обратно-
го преобразования Ханкеля [23] дает  
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Подставляя (11) во второе уравнение (9) и 
меняя очередность интегрирования, получаем: 
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Интегральное уравнение (12) полностью 
совпадает с разрешающим уравнением кон-
тактной задачи для несимметричного вдав- 
ливания кольцевого штампа в упругое полу-
пространство, полученное В. М. Александро- 
вым [10] другим путем.  
Для решения представим в безразмерных 
координатах 12
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Учитывая, что по физическому смыслу 
( ) ( )22 1
E
ϕ ρ
− ν
 дает распределение контактных 
напряжений под подошвой штампа, примем 
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Подставим ϕ(ρ) (14) в уравнение (12) и с 
учетом (13) выполним интегрирование по пе-
ременной ρ. При интегрировании используем: 
очевидное представление произведения 
двух присоединенных функций Лежандра с це-
лочисленными индексами в виде ряда по поли-
номам Лежандра [15] 
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результаты [24] для 0 < r, ρ < 1
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спектральное соотношение Г. Я. Попова [25] 
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В результате получим
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Умножим обе части (17) на 
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 и проинтегрируем по r  
в пределах (a, 1), j = 0, 1, 2, … . При этом ис-
пользуем представление (15). Получаем беско-
нечную систему линейных алгебраических 
уравнений, которую решаем методом усече- 
ния [19]. В результате получаем связь между 
углом наклона штампа γ и коэффициентами 
разложения B2k+1 (17). Далее находим полную 
энергию упругого основания и действующего 
на кольцевую пластинку момента [26]  
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Приравняв производную от полной энер- 
гии (18) по угловому перемещению к нулю, 
находим это перемещение, что позволяет найти 
распределение контактных напряжений под 
подошвой кольцевого штампа от действия мо-
мента. 
Пример 2. 1
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Получено при учете первых трех членов 
разложения (14): 
 
( )
( )
( )
( )
1 2 2
3 2 2
5 2 2
2
3
16
0,2852 ;
1
16
0,0418 ;
1
16
0,0039 ;
1
1
0,7525 .
EB
EB
EB
M
Eb
= − γ
π − ν
= γ
π − ν
= γ
π − ν
− ν
γ =
 
 
Отметим, что для круглого штампа на упру-
гом полупространстве [20]
( )2
3
3 1
4
M
Eb
− ν
γ = , для 
подобного кольцевого штампа на полупро-
странстве [9] 
( )2
3
1
0,7628 .
M
Eb
− ν
γ =  
 
ВЫВОДЫ 
 
1. Предложены решения двух контактных 
задач для кольцевого штампа на упругом полу-
пространстве. Необходимость решения таких 
задач возникает при расчетах фундаментов  
с подошвой кольцевой формы у дымовых труб, 
водонапорных башен, градирен и иных высот-
ных сооружений, если в качестве модели грун-
тового основания принято упругое полупрост- 
ранство. 
2. В существующих нормативных докумен-
тах [27] отсутствуют указания по расчету фун-
даментов с подошвой кольцевой формы по вто-
 (17) 
 (16) 
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рой группе предельных состояний. Результаты 
настоящей работы могут быть использованы 
для таких расчетов. 
3. Автор не останавливался в тексте на во-
просах корректности использования способа 
усечения [19] при  решении получаемых беско-
нечных систем ввиду сложных и громоздких 
формул для коэффициентов при неизвестных  
в этих системах. Однако в [28] доказано, что 
использование способа ортогональных много-
членов при решении контактных задач приво-
дит к регулярным бесконечным системам [19], 
которые допускают решение способом усе- 
чения. 
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